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1. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êëàññè÷åñêèå ìîäåëè.

Ïóñòü íàì äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Ω = {ω1, · · · , ωN},

íàçûâàåìîå â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω íàçû-
âàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè. Âñåâîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè. Âñåãî
ñóùåñòâóåò 2N ñîáûòèé. Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìíîæåñòâî Ω íå çàäàíî
ÿâíî è åãî íàäî ñêîíñòðóèðîâàòü (èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâîé ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèåé).

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

1) Ñëîæåíèå (îáúåäèíåíèå): A+B (A ∪B)
2) Ïðîèçâåäåíèå (ïåðåñå÷åíèå): AB (A ∩B)
3) Äîïîëíåíèå: Ac (Ω \A)
4) Ðàçíîñòü: A \B
5) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü: A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B)

Ïðèìåð 1.1. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ n ðàç ïîäðÿä. Ðåçóëüòàò ïîäáðàñûâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïàâøèõ ãåðáîâ è ðåøåòîê. Ýòî � ýëåìåíòàðíûé èñõîä. Âñåãî ìíîæåñòâî
Ω ñîäåðæèò 2n ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Íàïðèìåð, ïðè äâóõ ïîäáðàñûâàíèÿõ

Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}.

Ïðèìåðû ñîáûòèé:

A = {âûïàëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãåðáîâ è ðåøåòîê} = {ÃÐ,ÐÃ},

B = {ïåðâûì âûïàë ãåðá} = {ÃÃ,ÃÐ}.

Ïðèìåð 1.2. Äàíî n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà k (1 ≤ k ≤ n) ýëåìåíòîâ èç
n. Ðåçóëüòàò âûáîðêè � ýëåìåíòàðíûé èñõîä.

Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü äâà âàæíûõ ñëó÷àÿ. Âûáîðêè ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åííûìè è íåóïîðÿ-
äî÷åííûìè. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. ×èñëî óïî-
ðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå

Akn = n · (n− 1) · · · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.
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Åñëè ìû èìååì äåëî ñ íåóïîðÿäî÷åííûìè âûáîðêàìè, òî èõ ÷èñëî ìåíüøå ðîâíî â k! ðàç (÷èñëî
âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà èõ k ýëåìåíòîâ) è ðàâíî

Ckn =
1

k!
· n · (n− 1) · · · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!k!
.

Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè (ïðàâèëà äå Ìîðãàíà)

n⋃
i=1

Aci =
( n⋂
i=1

Ai

)c
,

n⋂
i=1

Aci =
( n⋃
i=1

Ai

)c
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ P , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ñîáûòèþ A ⊂ Ω ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì), åñëè

1)

0 ≤ P (A) ≤ 1 è P (Ω) = 1

2)

P (A+B) = P (A) + P (B)

äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé A,B.

Çàìå÷àíèå 1.4. Î÷åâèäíî, ñâîéñòâî 2) (àääèòèâíîñòü) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîíå÷íûå íàáîðû
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé

P (A1 +A2 + · · ·+An) =

n∑
i=1

P (Ai), Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Íåñêîëüêî çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ Ω òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå áîëåå
ñèëüíîãî ñâîéñòâà (ñ÷åòíàÿ àääèòòèâíîñòü)

P
( ∞⋃
i=1

Ai
)

=

∞∑
i=1

P (Ai), Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Çàìå÷àíèå 1.5. Â ñèëó êîíå÷íîñòè Ω ôóíêöèþ P äîñòàòî÷íî çàäàòü íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì
èñõîäå. Òîãäà â ñèëó àääèòèâíîñòè

P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}).

Ïðèìåð 1.6. Â ñèòóàöèè ïðèìåðà 1.1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïàäåíèå ãåðáà è ðåøåòêè ðàâíîâåðî-
ÿòíî. Òîãäà âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî P ({ω}) = 1

2n

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà. Ôóíêöèÿ P , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì P (A) = 1
2n card(A) ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íà Ω.

Ïðèìåð 1.7. (Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå). Â ñèòóàöèè ïðèìåðà 1.1 äëÿ êàæäîãî èñõîäà ω, ñî-
äåðæàùåãî k ãåðáîâ è n− k ðåøåòîê ïîëîæèì

P ({ω}) = pkqn−k,

ãäå p è q � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 0 < p < 1, p + q = 1. Äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî P � âåðîÿòíîñòü, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî P (Ω) = 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîëîæèì Ak = {âûïàëî ðîâíî k ãåðáîâ}. Çàìåòèì, ÷òî Ak ñîäåðæèò Ckn ýëåìåíòîâ
(íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà k ÿ÷ååê èç n äîñòóïíûõ). Òîãäà P (Ak) = Cknp

kqn−k. Ñëåäîâàòåëüíî,
P (Ω) =

∑n
k=0 P (Ak) =

∑n
k=0 C

k
np

kqn−k = (p+ q)n = 1.

Òåîðåìà 1.8. (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé). Äëÿ äâóõ ñîáûòèé A, B âûïîëíåíî ñîîòíîøå-
íèå

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Áîëåå îáùèì îáðàçîì

P (A1 +A2 + · · ·+An) =
∑

1≤i≤n

P (Ai)−
∑
i<j≤n

P (AiAj) +
∑

i<j<k≤n

P (AiAjAk) + · · ·

+ (−1)n+1P (A1 · · ·An).
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Óïðàæíåíèå 1.9. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ 1000 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò
1 äî 1000. Âû âûòÿãèâàåòå íàóãàä áèëåò. ×òî âåðîÿòíåå, âûíóòü áèëåò ñ íîìåðîì, äåëÿùèìñÿ
íà 2, 3 èëè 5, èëè íå äåëÿùèìñÿ íè íà îäíî èç ýòèõ ÷èñåë?

Óïðàæíåíèå 1.10. (Çàäà÷à î áåñïîðÿäêå). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, äîêàçàòü,
÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðåñòàíîâêå èç ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íè îäèí ýëåìåíò íå
ñòîèò íà ñâîåì ìåñòå ðàâíà

1

2!
− 1

3!
+

1

4!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!
≈ 1

e
.

Ïðèìåð 1.11. (Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå) Çàäàí íàáîð èç r öâåòîâ. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ
M = M1 + M2 + · · · + Mr øàðîâ, ïðè÷åì ðîâíî Mi èç íèõ èìåþò i-é öâåò. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà (áåç âîçâðàùåíèÿ) n = n1+n2+· · ·+nr øàðîâ, ni ≤Mi. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ðîâíî ni èç íèõ áóäóò i-ãî öâåòà. Îòâåò:

Cn1

M1
· Cn2

M2
· · ·CnrMr

CnM
.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

Ïðèìåð 1.12. (Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà). Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì

Pn(k) = Cknp
kqn−k,

0 ≤ k ≤ n, (âåðîÿòíîñòü k óñïåõîâ â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè
n→∞ è np→ λ

Pn(k)→ λk

k!
e−λ.

Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, çàäàííîå ôîðìóëîé P ({k}) = λk

k! e
−λ

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ (íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå).

Óïðàæíåíèå 1.13. Âåðîÿòíîñòü áðàêà íåêîòîðîãî èçäåëèÿ ðàâíà 0, 002. Íàéòè ïðèáëèæåííî
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïàðòèè èç 1000 èçäåëèé íå áîëüøå äâóõ áðàêîâàííûõ.

Ïðèìåð 1.14. (Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå) ×àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïðÿìîé íà øàã äëèíû 1 ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ p âïðàâî èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p âëåâî íåçàâèñèìî îò äâèæåíèÿ íà ïðåäûäóùèõ
øàãàõ. Ïóñòü X � ñìåùåíèå ÷àñòèöû çà n øàãîâ. Òîãäà X+n

2 ðàñïðåäåëåíî áèíîìèàëüíî, ò.å.

P (X+n
2 = k) = Cknp

kqn−k.

Çàíÿòèå 1

1) Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè A∆B = (ABc)c∆(AcB)c, (A∆B)c =
AB ∪AcBc

∪ni=1 ∩nk=i Ak = ∩ni=1 ∪nk=i Ak

2) Ïðåäñòàâèòü îáúåäèíåíèå ñîáûòèé A1, · · · , An â âèäå îáúåäèíåíèÿ n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñî-
áûòèé.

3) Ïóñòü A1, A2, · · · , An · · · � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé. Çàïèñàòü â âèäå ôîð-
ìóë ñîáûòèÿ

B = {ω ∈ Ω : ω ∈ An äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé An }
C = {ω ∈ Ω : ω ∈ An äëÿ âñåõ ñîáûòèé An çà èñêëþ÷åíèåì, ì. á., êîíå÷íîãî ÷èñëà }

4) Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

P (A1 +A2 + · · ·+An) ≤ P (A1) + P (A2) + · · ·P (An)

P (∩ni=1Ai) ≥ P (A1) + P (A2) + · · ·P (An)− (n− 1)

6) Äîêàçàòü ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

P (A1 +A2 + · · ·+An) =
∑

1≤i≤n

P (Ai)−
∑
i<j≤n

P (AiAj) +
∑

i<j<k≤n

P (AiAjAk) + · · ·

+ (−1)n+1P (A1 · · ·An).
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7*) Äåñÿòü ïðîöåíòîâ ñôåðû çàêðàøåíî â ÷åðíûé ñâåò, îñòàëüíîå � â áåëûé. Äîêàçàòü, ÷òî â
ñôåðó ìîæíî âïèñàòü êóá òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå âåðøèíû áóäóò áåëûìè.

8) (Çàäà÷à î äíÿõ ðîæäåíèÿ) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãðóïïå èç n ÷åëîâåê õîòÿ áû ó
äâîèõ ñîâïàäàþò äíè ðîæäåíèÿ.

9) 40 øàõìàòèñòîâ ðàçáèâàþòñÿ íà 4 ðàâíûå êîìàíäû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷åòâåðî ñèëü-
íåéøèõ îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ãðóïïàõ.

10) Áðîøåíî 6 èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé 1) íà âñåõ êîñòÿõ âûïàëî îäèíà-
êîâîå ÷èñëî î÷êîâ, 2) íà âñåõ êîñòÿõ âûïàëî ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ, 3) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ
ðàâíà 7.

11) 1) Âû ðàñêëàäûâàåòå ñëó÷àéíûì îáðàçîì n+ 2 øàðà ïî n ÿùèêàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ÿùèê áóäåò ïóñòûì. 2) Âû ðàñêëàäûâàåòå ñëó÷àéíûì îáðàçîì
n+ 1 øàðà ïî n ÿùèêàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî äâà ÿùèêà áóäóò ïóñòûìè.

12) (Çàäà÷à î ãàäàíèè). Äåâóøêà çàæèìàåò â ðóêå 6 òðàâèíîê, òàê ÷òîáû êîíöû òîð÷àëè è
ñâåðõó è ñíèçó. Ïîäðóãà ñâÿçûâàåò êîíöû òðàâèíîê ïîïàðíî ñâåðõó è ñíèçó â îòäåëüíîñòè.
Åñëè òðàâèíêè îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè â êîëüöî, òî ýòî äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî äåâóøêà â
ýòîì ãîäó âûéäåò çàìóæ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàâèíêè ïðè ñâÿçûâàíèè îáðàçóþò
êîëüöî. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ 2n òðàâèíîê.

13) (Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå). Èãðîêè A,B ïîäáðàñûâàþò êîñòü (â ïîðÿäêå AB...). Òîò, ó
êîãî âûïàëî 6, ïðîèãðàâøèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíî n áðîñàíèé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî A � ïðîèãðàâøèé.

14) Èãðîêè A,B,C ïîäáðàñûâàþò êîñòü (â ïîðÿäêå ABC...). Òîò, ó êîãî âûïàëî 6, âûáûâàåò.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî A � 1) ïåðâûé, 2) âòîðîé ïî ñ÷åòó âûáûâøèé.

15) (Çàêîí Ìýðôè) Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n âñòðåòèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

16) Â êàæäîé ïà÷êå ñ íåêîòîðûì òîâàðîì ñîäåðæèòñÿ îäíî èç r îïàñíûõ âåùåñòâ (ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ). Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáðàòü âñå îïàñíûå âåùåñòâà ïðè ïîêóïêå n > r ïà÷åê.

2. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü A � ñîáûòèå, ïðè÷åì P (A) > 0. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (B|A) ñî-
áûòèÿ B ïðè óñëîâèè A íàçûâàþò âåëè÷èíó

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
.

Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî P (B|A) � ýòî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B, ïðè óñëîâèè, ÷òî A óæå ñëó÷èëîñü.

Óïðàæíåíèå 2.2. Äàíà êîëîäà êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñâåðõó ëåæèò òóç? Ïðåäïîëî-
æèì òåïåðü, ÷òî âû çíàåòå, ÷òî ñíèçó ëåæèò òóç. Êàêîâà òåïåðü (óñëîâíàÿ) âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ñâåðõó ëåæèò òóç? Íàéäèòå åå ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì. Íàéäèòå òåïåðü ýòó âåðîÿòíîñòü, èñõîäÿ
èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è óáåäèòåñü, ÷òî ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.

Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåñëîæíî âûâåñòè èç îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Bi, 1 ≤ i ≤ n � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñîáûòèÿ, â ñóììå äàþùèå Ω (ðàçáèåíèå
Ω). Òîãäà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

1) Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi).

2) Ôîðìóëà Áàéåñà

P (Bj |A) =
P (Bj)P (A|Bj)∑n
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

.

3) Ôîðìóëà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (A1A2 · · ·An) = P (A1|A2A3 · · ·An)P (A2|A3 · · ·An) · · ·P (An−1|An)P (An).



ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ 5

Óïðàæíåíèå 2.4. Âû ïðîõîäèòå òåñò íà çàáîëåâàíèå îäíîé ðåäêîé áîëåçíüþ (1 øàíñ èç 100000).
Åñëè âû áîëüíû, òåñò îïðåäåëèò ýòî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95. Åñëè íåò, òî òåñò âûäàñò ëîæíî-
ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 005. Òåñò âûäàåò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âû äåéñòâèòåëüíî áîëüíû? Îòâåò ' 0, 002.

Óïðàæíåíèå 2.5. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 çàäà÷ èç 100 âîçìîæíûõ. Èñïîëüçóÿ 1) ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, 2) ôîðìóëó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñòóäåíò ðåøèò çàäà÷è, åñëè îí óìååò ðåøàòü ðîâíî 95 èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Äâà ñîáûòèÿ A, B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P (AB) = P (A)P (B).

Cîáûòèÿ A1, A2, · · · , An íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûìè (íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè), åñëè

P (∩i∈IAi) =
∏
i∈I

P (Ai).

äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ I ⊂ {1, · · · , n}.

Çàìå÷àíèå 2.7. (Ïðèìåð Ñ. Áåðíøòåéíà). Äàæå äëÿ òðåõ ñîáûòèé ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü
îòëè÷àåòñÿ îò íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè. Ðàññìîòðèì òåòðàýäð, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî
îêðàøåíà â êðàñíûé, äðóãàÿ â æåëòûé, òðåòüÿ â çåëåíûé ñâåò, à ÷åòâåðòàÿ îêðàøåíà âñåìè
òðåìÿ öâåòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáûòèÿ �ïðè ñëó÷àéíîì ïàäåíèè òåòðàýäðà íà íèæíåé ãðàíè
åñòü êðàñíûé (æåëòûé, çåëåíûé) öâåò� ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî íå íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Åñòåñòâåííûé ïðèìåð íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé äàåò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ (ïðÿìîå ïðî-
çâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð). Ïóñòü {Ωi} � íàáîð ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, 1 ≤ i ≤ n,
íàäåëåííûõ âåðîÿòíîñòÿìè Pi. Ðàññìîòðèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî

Ω =

n∏
i=1

Ωi,

ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì Ωi. Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü íà Ω, ïîëîæèâ

P ({ω1, · · · , ωn}) =

n∏
i=1

Pi({ωi}).

Ôóíêöèÿ P äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ, ïîòîìó ÷òî∑
ω∈Ω

n∏
i=1

Pi({ωi}) =

n∏
i=1

∑
ωi∈Ωi

Pi({ωi}) =

n∏
i=1

1 = 1.

Ïóñòü òåïåðü {Ai} � íàáîð ìíîæåñòâ, ïðè÷åì

Ai =

n∏
i=1

Xj , Xj ⊂ Ωj

ãäå Xj = Ωj , åñëè j 6= i. Ò.å., êàæäîå ñîáûòèå Ai åñòü �ïàðàëëåëåïèïåä�, ó êîòîðîãî âñå îñíîâà-
íèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîñòðàíñòâîì Ωj çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, Ωi. Ïðîâåðüòå
ñàìîñòîÿòåëüíî íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé Ai.

Â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, íàäåëåííîå âåðîÿòíîñòüþ P , áóäåì íàçû-
âàòü âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñ.â.) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ξ : Ω→ R íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå Ω.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : R→ R âåëè÷èíà f(ξ) òîæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, · · · , ξn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ÷èñåë {xi}, 1 ≤ i ≤ n, ñîáûòèÿ Ai = ξ−1

i (xi) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè. Ò.å.

P (ξ1 = x1, · · · , ξn = xn) = P (ξ1 = x1) · · ·P (ξn = xn).

×òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

P (ξ1 ∈ B1, · · · , ξn ∈ Bn) = P (ξ1 ∈ B1) · · ·P (ξn ∈ Bn)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà ìíîæåñòâ Bi.
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Ïðèìåð 2.10. Â ñèòóàöèè ïðèìåðà 1.1 ïîëîæèì ξi = 1, åñëè i-é áðîñîê äàë ãåðá è ξi = 0, åñëè
ðåøåòêó. Òîãäà {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âñþäó äàëåå îíè
áóäóò íàçûâàòüñÿ áåðíóëëèåâñêèìè ñ.â. Ñóììà n íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â. íàçûâàåòñÿ
áèíîìèàëüíîé ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè n, p.

Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

IEξ =
∑
ωi∈Ω

ξ(ωi)P ({ωi}) =
∑

xi∈ξ(Ω)

xiP ({ξi = xi}).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêæå íàçûâàþò ñðåäíèì ñ.â. ξ, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâ-
íîìó ïðåäñòàâëåíèþ î ñðåäíåì çíà÷åíèè ξ.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

1)

IE(c1ξ + c2η) = c1IE(ξ) + c2IE(η)

2) Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî

IE(ξ · η) = IE(ξ) · IE(η).

Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

IE(ξ · η) =
∑
i

ziP (ξ · η = zi) =
∑
i

zi
∑

k,l:xkyl=zi

P (ξ = xk, η = yl)

=
∑
k,l

xkylP (ξ = xk)P (η = yl) =
(∑

k

xkP (ξ = xk)
)(∑

l

ylP (η = yl)
)

= IE(ξ) · IE(η).

Îïðåäåëåíèå 2.12. Äèñïåðñèåé ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Dξ = IE(ξ2)− (IEξ)2.

Äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîñòåéøèõ ìåð îòêëîíåíèÿ ñ.â. îò ñâîåãî ñðåäíåãî. Èç îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò

Dξ =
∑
i

x2
iP (ξ = xi)−

(∑
i

xiP (ξ = xi)
)2

(çäåñü è äàëåå
∑
i ïèøåòñÿ äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî

∑
xi∈ξ(Ω) ).

Óïðàæíåíèå 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî

1)

Dξ = IE(ξ − IE(ξ))2.

Â ÷àñòíîñòè, ξ íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ � ïîñòîÿí-
íàÿ ñ.â.

2)

D(cξ) = c2D(ξ)

3) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â. äîêàæè-
òå, ÷òî

D(ξ + η) = D(ξ) +D(η),

åñëè ξ è η íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 2.14. Ïóñòü ξi � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â. (ñì. Ïðèìåð
2.10) è

Sn = ξ1 + ξ2 + · · · ξn
÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ (áèíîìèàëüíàÿ ñ.â.). Î÷åâèäíî,

IE(ξi) = 1 ∗ p+ 0 ∗ q = p, D(ξi) = 1 ∗ p+ 0 ∗ q − p2 = pq.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè

IESn = np.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè

D(Sn) = npq.
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Ïðèìåð 2.15. Ïóñòü ξ � ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì λ, ò.å.

P (ξ = k) = e−λ
λk

k!
.

Òîãäà

IE(ξ) = e−λ
∞∑
k=0

k
λk

k!
= λ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
Dξ = λ.

Ïðèìåð 2.16. (Çàäà÷à î áåñïîðÿäêå) n êîíâåðòîâ ñ ðàçíûìè àäðåñàìè è âëîæåííûìè â íèõ ïèñü-
ìàìè ðàññûïàëè íà ïîëó. Âñå ïèñüìà âûëåòåëè èç êîíâåðòîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïèñüìà ðàñêëà-
äûâàþòñÿ ïî êîíâåðòàì. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ξ äîøåäøèõ ïî
àäðåñó ïèñåì.

Ïóñòü ξi = 1, åñëè i-å ïèñüìî ïîïàëî â ñâîé êîíâåðò è ξi = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èìååì:
ξ =

∑n
i=1 ξi. Òîãäà IEξ = nIEξ1 = n 1

n = 1. Äàëåå, Dξ = IE
∑
i ξ

2
i + 2

∑
i<j IE(ξiξj) − (IEξ)2 = nIEξ2

1 +

2n(n−1)
2 IE(ξ1ξ2)− 1 = 2n(n−1)

2
1

n(n−1) = 1.

Ïðèìåð 2.17. (Ä. Áåðíóëëè) 2n ÷åëîâåê îáðàçóþò n ïàð. Èç íèõ ðîâíî m ÷åëîâåê óìåðëî. Íàéòè
ñðåäíåå ÷èñëî âûæèâøèõ ïàð.

Ïóñòü Ai � ñîáûòèå �i-ÿ ïàðà âûæèëà�. Òîãäà P (Ai) = Cm2n/C
m
2n−2 = (1−m/2n)(1−m/(2n− 1)).

Ñëåäîâàòåëüíî, IEξ =
∑
n IEIAi = n(1−m/2n)(1−m/(2n− 1)).

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ïóñòü ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â {0} ∪ N. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñ.â. ξ íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Gξ(x) =

∞∑
k=0

P (ξ = k)xk.

Ïðèìåð 2.19. Äëÿ ïóàññîíîâñêîé ñ.â. ξ

Gξ(x) =

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
xk = eλ(x−1).

Ëåììà 2.20. Åñëè ξ è ν � íåçàâèñèìûå ñ.â., è θ = ξ + η òî

P (θ = k) =
∑
i∈ξ(Ω)

P (ξ = i, η = k − i) =
∑
i∈ξ(Ω)

P (ξ = i)P (η = k − i).

Îòñþäà íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.21. Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî

Gξ+η = Gξ ·Gη.

Ïîäðîáíåå î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ ìîæíî óçíàòü â êíèãàõ [6], [4].

Çàíÿòèå 2

1) Óðíà ñîäåðæèò n ïðîíóìåðîâàííûõ øàðîâ 1, · · · , n. Âûíèìàþòñÿ k øàðîâ (áåç âîçâðàùå-
íèÿ) è ñ÷èòàåòñÿ ñóììà âûíóòûõ íîìåðîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ýòîé ñóììû. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèè àíà-
ëîãè÷íî Ïðèìåðó 2.16.

2) Ïóñòü A è B � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Âûðàçèòü ÷åðåç P (A), P (B) âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ÷òî
ïðîèçîøëî â òî÷íîñòè k, ïî ìåíüøåé ìåðå k è ñàìîå áîëüøåå k èç ñîáûòèé A, B (k = 0, 1, 2).

3) Äëÿ ïðîõîæäåíèÿ òåñòà êàíäèäàòó ðàçðåøàþòñÿ òðè ïîïûòêè. Â ñëó÷àå j − 1 ïðîâàëîâ, âå-
ðîÿòíîñòü ïðîâàëà â j-é ðàç ðàâíà pj . Ïóñòü p1 = 0.6, p2 = 0.4, p3 = 0.75. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
1) ïðîéòè òåñò íà âòîðîé ïîïûòêå, 2) ïðîéòè òåñò íà òðåòüåé ïîïûòêå, 3) ïðîéòè òåñò, ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïåðâàÿ ïîïûòêà áûëà íåóäà÷íîé, 4) ïðè óñëîâèè, ÷òî òåñò óñïåøíî ïðîéäåí,
íàéòè âåðîÿòíîñòü åãî ïðîõîæäåíèÿ íà âòîðîé ïîïûòêå.
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4) Â óðíå åñòü øàð, ïðî êîòîðûé èçâåñòíî, ÷òî îí ëèáî áåëûé, ëèáî ÷åðíûé ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ. Â óðíó êëàäóò áåëûé øàð, à ïîòîì íàóãàä èçâëåêàþò îäèí øàð. Îí îêàçàëñÿ
áåëûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøèéñÿ òîæå áåëûé.

5) Â ïðóäó âîäèòñÿ b åðøåé è c êàðàñåé. 1) Âû ïîéìàëè n ðûá. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñðåäè íèõ x åðøåé. 2) Âû ïîéìàëè n ðûá è âûïóñòèëè èõ îáðàòíî. Ïîòîì âû ïîéìàëè m
ðûá. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k åðøåé áûëè ïîéìàíû äâàæäû.

6) Ïóñòü ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò Bn, n ≥ 1, ïðè ýòîì Bi∩Bj = ∅, i 6= j. Äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü
ñîáûòèé A è ∪∞n Bn.

7) Ó ÷åëîâåêà ïÿòü ìîíåò â êàðìàíå. Äâå ñ äâóìÿ ãåðáàìè, îäíà ñ äâóìÿ ðåøåòêàìè è äâå
íîðìàëüíûå. 1) ×åëîâåê çàêðûâàåò ãëàçà, äîñòàåò íàóãàä ìîíåòó è ïîäêèäûâàåò. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèæíÿÿ ñòîðîíà � ãåðá. 2) Îí îòêðûâàåò ãëàçà è âèäèò, ÷òî ñâåðõó
ãåðá. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñíèçó ãåðá? 3) Îí çàêðûâàåò ãëàçà è ïîäêèäûâàåò ìîíåòó
ñíîâà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèæíÿÿ ñòîðîíà � ãåðá? 4) Îí îòêðûâàåò ãëàçà è âèäèò,
÷òî ñâåðõó ãåðá. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñíèçó ãåðá?

8) (Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Âû ïðèõîäèòå â êàçèíî ñ k$. Çà îäíó
ïàðòèþ âû âûèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ïðîèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1−p, p <
1/2. Åñëè ó âàñ îñòàåòñÿ 0$, âû óõîäèòå. Åñëè âû ïðèîáðåòàåòå K$, ãäå K > k � íåêîòîðàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ ñóììà, âû òîæå óõîäèòå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü p(k) òîãî, ÷òî âû óéäåòå íè ñ
÷åì. Óêàçàíèå: Èñïîëüçóÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè äîêàçàòü, ÷òî p(k) = pp(k + 1) + qp(k − 1).
Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ p(0) = 1, p(K) = 0 âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ p(k).

9) Ìîíåòà ïîäêèäûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâíà p.
Íàçîâåì î÷åðåäüþ äëèíû r ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç r ãåðáîâ (ðåøåòîê), íå âêëþ÷åííóþ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåðáîâ (ðåøåòîê) áîëüøåé äëèíû. Ïóñòü ñîáûòèå E ñîñòîèò â òîì, ÷òî
î÷åðåäü èç r ãåðáîâ ïîÿâëÿåòñÿ ðàíüøå, ÷åì î÷åðåäü èç r ðåøåòîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
ðåçóëüòàò ïåðâîãî áðîñàíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

P (E|A = Ã) = pr−1 + (1− pr−1)P (E|A = Ð).

Íàïèñàòü àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ P (E|A = Ð) è íàéòè P (E).
10) Ìîíåòà ïîáðàñûâàåòñÿ n ðàç, âûïàäàåò a ãåðáîâ (p = q = 1/2). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

â íåé åñòü ðîâíî k î÷åðåäåé èç ãåðáîâ è ðîâíî k î÷åðåäåé èç ðåøåòîê.
11) n ïàññàæèðîâ â ñàìîëåòå ïîëó÷àþò ïîñàäî÷íûå òàëîíû. Ïåðâûé ïàññàæèð, çàøåäøèé â

ñàìîëåò, âûáèðàåò ìåñòî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ñàäèòñÿ íà ñâîå ìåñòî,
åñëè îíî íå çàíÿòî. Åñëè çàíÿòî, òî âûáèðàåò ìåñòî èç ñâîáîäíûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü pn òîãî, ÷òî ïîñëåäíèé ïàññàæèð ñÿäåò íà ñâîå ìåñòî.

12) Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ áèíîìèàëüíîé ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè p, n.
13) Ïóñòü X, Y � íåçàâèñèìûå áèíîìèàëüíûå ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè p, n. Íàéòè

P (X = k|X + Y = m).

14) Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè λ, µ åñòü ïóàññîíîâñêàÿ
ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè λ+ µ.

15) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñïðàâî÷íîå áþðî â òå÷åíèå ÷àñà îáðàòÿòñÿ k ÷åëîâåê ðàâíà e−λλk/k!
Âåðîÿòíîñòü äëÿ êàæäîãî ïîçâîíèâøåãî, ÷òî îí íå ïîëó÷èò îòâåò íà ñâîé âîïðîñ, ðàâíà p.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî s îáðàòèâøèõñÿ íå ïîëó÷àò îòâåòû íà ñâîè âîïðîñû.

16) (Çàäà÷à Ãàëèëåÿ) Íåçàâèñèìûì îáðàçîì áðîñàþòñÿ òðè êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 10. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

17)* Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñ÷àñòëèâîãî áèëåòà â òðàìâàå.
18) Âûâåñòè ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
19) Âî âðåìÿ äóýëè ìåæäó ïðîòèâíèêàìè A è B ïðîèñõîäèò ñåðèÿ óäàðîâ. Ëèáî A ïîðàæàåò

B ñ âåðîÿòíîñòüþ p, ëèáî B ïîðàæàåò A ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Åñëè îäèí èç ïðîòèâíèêîâ
íàíîñèò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäàðà, îí îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè äóýëè.

3. Îñíîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïîñòðîåíèå ìåð. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ω, êîòîðîå áîëüøå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Àëãåáðîé A íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì
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1) ∅,Ω ∈ A;
2) åñëè A,B ∈ A, òî A ∪B ∈ A, A ∩B ∈ A, A \B ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè ∪∞i=1An ∈ A äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîæåñòâ An èç A.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ-àëãåáðà Ã ïîðîæäåíà àëãåáðîé A, åñëè Ã � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñî-
äåðæàùàÿ A.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü Ω = X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B(X)
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.4. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ µ íà àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé (êîíå÷íî-
àääèòèâíîé ìåðîé), åñëè

µ(∪Nn=1An) =

N∑
n=1

µ(An), Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Îïðåäåëåíèå 3.5. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ µ íà A íà σ-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ìåðîé (ñ÷åòíî-àääèòèâíîé
ìåðîé), åñëè

µ(∪∞n=1An) =

∞∑
n=1

µ(An), Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Óïðàæíåíèå 3.6. Äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ limn µ(An) =
0 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ {An}, An ⊂ An+1, ∩∞n=1An = ∅.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ñåìåéñòâî K ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì êëàññîì, åñëè äëÿ
âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Kn åãî ýëåìåíòîâ ∩∞n=1Kn = ∅ ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî ∩Nn=1Kn = ∅.

Íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì êëàññîì.

Ïóñòü µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà àëãåáðå A. Êîìïàêòíûé êëàññ K ⊂ A íà-
çûâàåòñÿ ïðèáëèæàþùèì äëÿ A, åñëè äëÿ ëþáîãî A ∈ A è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò K ∈ K,
K ⊂ A, ÷òî

µ(A \K) < ε.

Òåîðåìà 3.8. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ µ íà àëãåáðå A îáëàäàåò ïðèáëèæà-
þùèì êîìïàêòíûì êëàññîì, òî µ ñ÷åòíî-àääèòèâíà íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî limn µ(An) = 0 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ñ
ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ êàæäîãî n íàéäåì Kn ⊂ An, Kn ∈ K, ñî ñâîéñòâîì
µ(An \Kn) < ε

2n . Òàê êàê ∩∞n=1Kn ⊂ ∩∞n=1An = ∅, òî ∩Nn=1Kn = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî N . Çàìåòèì, ÷òî

AN = ∩Ni=1An ⊂ ∪Ni=1(An \Kn).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ AN , òî x ∈ An, 1 ≤ n ≤ N . Åñëè x /∈ ∩Ni=1(An \Kn), òî x /∈ An \Kn äëÿ âñåõ
1 ≤ n ≤ N è òîãäà x ∈ Kn äëÿ âñåõ 1 ≤ n ≤ N . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ∩Nn=1Kn = ∅. Ïîýòîìó

µ(AN ) ≤
N∑
i=1

µ(An \Kn) ≤ ε
N∑
n=1

2−n ≤ ε.

�

Ïðèìåð 3.9. Ðàññìîòðèì êóá I â Rn è àëãåáðó êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç I, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè îäíîìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ (îòðåçêîâ, èíòåðâàëîâ è ïîëóèíòåðâàëîâ).
Î÷åâèäíî, îáû÷íûé îáúåì îáëàäàåò êîìïàêòíûì ïðèáëèæàþùèì êëàññîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì
ñ÷åòíî-àääèòèâåí íà ýòîé àëãåáðå.

Ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó òåîðèè ìåðû (èçâåñòíóþ êàê òåîðåìó Êàðàòåîäîðè) ìû ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.10. Êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ µ íà àëãåáðå A îáëàäàåò
åäèíñòâåííûì íåîòðèöàòåëüíûì ñ÷åòíî-àääèòèâíûì ïðîäîëæåíèåì íà σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ
A.
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Óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

µ∗(A) = inf
{ ∞∑
n=1

µ(An), An ∈ A, A ⊂
∞⋃
n=1

An

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ìåðîé. Ïðè ýòîì îíà òåðÿåò ñâîéñòâî áûòü ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íà ìíîæåñòâå
âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Âìåñòî ýòîãî âûïîëíåíî ñâîéñòâî ñóáàääèòèâíîñòè

µ∗(∪∞n=1An) ≥
∞∑
n=1

µ∗(An), Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Òåì íå ìåíåå, ìåðà µ ñ÷åòíî-àääèòèâíà äàæå íà áîëåå øèðîêîì êëàññå ìíîæåñòâ, ÷åì σ-àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ A.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïóñòü µ � ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà íà àëãåáðå A. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ
µ-èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå Aε ⊂ A, ÷òî µ∗(A∆Aε) < ε.

Îêàçûâàåòñÿ, ñåìåéñòâî âñåõ µ-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, êîòîðóþ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü â äàëüíåéøåì Aµ. Ïðîäîëæåíèå, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå Êàðàòåîäîðè, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-
àääèòèâíîé ìåðîé íà σ-àëãåáðå Aµ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè ê îáúåìó â Rn, ìû ïîëó÷àåì
ìåðó Ëåáåãà λn íà Rn. Èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî èìååò âèä B ∪C, ãäå B � áîðåëåâñêîå ìíî-
æåñòâî, à C � ìíîæåñòâî (âíåøíåé) ìåðû íóëü. Òàê êàê ñóùåñòâóþò íåáîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà ìåðû
íóëü (íàïðèìåð, ïîäìíîæåñòâà êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ìåðû íóëü), òî ýòîò êëàññ ìíîæåñòâ øèðå áî-
ðåëåâñêîé σ-àëãåáðû. Ìåðû, îïðåäåëåííûå íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X áóäåì íàçûâàòü áîðåëåâñêèìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íà ïîñòðîåíèå ìåð.

Ïðèìåð 3.12. Ìåðû íà R1 íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàþùèìè
ôóíêöèÿìè. Áîëåå òî÷íî, åñëè F � îãðàíè÷åííàÿ, íåóáûâàþùàÿ è íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ,
ïðè÷åì limt→−∞ F (t) = 0, òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ
ìåðà µ íà R1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ µ(−∞, t) = F (t).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà S ôóíêöèè F íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. µ ìîæíî îïðå-
äåëèòü íà [a, b] ïî ôîðìóëå F (b) − F (a), åñëè a /∈ S, b /∈ S (a, b ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±∞).
Ðàññìîòðèì àëãåáðó A ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé òàêèõ èíòåðâàëîâ. Íåòðóäíî äîêà-
çàòü (èñïîëüçóÿ êîìïàêòíûé ïðèáëèæàþùèé êëàññ èç îòðåçêîâ è íåïðåðûâíîñòü F íà S), ÷òî
òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíà íà àëãåáðå A. Äàëåå íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé î ïðîäîëæåíèè ìåð.

Îáðàòíî, ïî ìåðå µ ìîæíî ïîcòðîèòü ôóíêöèþ F (t) = µ(−∞, t) (ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ),
êîòîðàÿ áóäåò îáëàäàòü óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.13. Ìåðà µ íà Ω íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ íåîòðèöàòåëüíà è µ(Ω) = 1.

Ïðèìåð 3.14. Ïóñòü ρ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
∫
Rn ρ dx =

1. Ôóíêöèÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

µ(A) =

∫
A

ρ dx,

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé.

Ïðèìåð 3.15. Ïóñòü {µi} , 1 ≤ i ≤ n � êîíå÷íûé íàáîð áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà R. Íà
êàæäîì ìíîæåñòâå âèäà I =

∏n
i=1 Ii, ãäå Ii � ïðîìåæóòîê íà ïðÿìîé (n-ìåðíîì ïðîìåæóòêå),

îïðåäåëèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

µ(I) =

n∏
i=1

µi(Ii).

Î÷åâèäíî, µ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâ íà àëãåáðå êîíå÷íûõ
îáúåäèíåíèé n-ìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ. Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ êîìïàêòíûõ ïðîìå-
æóòêîâ äàþò êîìïàêòíûé ïðèáëèæàþùèé êëàññ. Äåéñòàâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñâîé-
ñòâî ïðèáëèæàåìîñòè äëÿ îäíîãî ïðîìåæóòêà I =

∏n
i=1 Ii. Íàéäåì êîìïàêòíûé ïðîìåæóòîê Ĩi

ñî ñâîéñòâîì Ĩi ⊂ Ii, µi(Ii \ Ĩi) < ε. Òîãäà

µ(I \ Ĩ) ≤ nε,
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ãäå Ĩ =
∏n
i=1 Ĩi. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíî-àääèòèâíîå ïðî-

äîëæåíèå µ íà áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó â Rn.

Ïóñòü íàì äàíî (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç [0, 1]T ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå T êîïèé [0, 1]. Òî÷êó x ∈ [0, 1]T ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàáîð êîîðäèíàò (xt), t ∈
T , xt ∈ [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 3.16. Íàçîâåì öèëèíäðîì â ïðîñòðàíñòâå [0, 1]T ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà C =∏
t∈S Ct · [0, 1]T\S, ãäå S ⊂ T � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à Ct ⊂ [0, 1] � îäíîìåðíûé ïðîìå-

æóòîê.
σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ öèëèíäðàìè, íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé.

Íà ïðîñòðàíñòâå [0, 1]T =
∏
t=∈T ([0, 1])t ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ ïðÿìîãî ïðèçâåäåíèÿ, â êîòîðîé

áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà U =
∏
t∈S Ut · [0, 1]T\S , ãäå S ⊂ T � íåêîòîðîå

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, Ut � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Òèõîíîâà, ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ âñåãäà êîìïàêòíî.

Óïðàæíåíèå 3.17. Äîêàæèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Òèõîíîâà äëÿ [0, 1]N. Èñïîëüçóéòå òîò
ôàêò, ÷òî òîïîëîãèÿ íà [0, 1]N ìåòðèçóåìà ìåòðèêîé

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi − yi|2
2i

.

Óïðàæíåíèå 3.18. Äîêàæèòå, ÷òî {0, 1}N ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâîìó ìíîæåñòâó, à NN ãîìåî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 3.19. Äîêàæèòå, ÷òî öèëèíäðè÷åñêàÿ σ-àëãåáðà ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêîâ
ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, äàæå öèëèíäðè÷åñêàÿ σ-
àëãåáðà êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ìîæåò íà ñîâïàäàòü ñ áîðåëåâñêîé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (À.Í. Êîëìîãîðîâ) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ê àêñèî-
ìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (î äðóãèõ ïîäõîäàõ ñì., íàïðèìåð, â [6]). Íåìåäëåííûì åå ñëåäñòâè-
åì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ýòà òåîðåìà ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè
èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Òåîðåìà 3.20. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ S = {t1, · · · , tn} ⊂ T çàäàíà âåðî-
ÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µS (êîíå÷íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå) íà [0, 1]S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà
ñèñòåìà ìåð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè

µT1(A) = µT2(A× [0, 1]T2\T1)

äëÿ T1 ⊂ T2. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ µ íà êàæäîì öèëèíäðå

C = Ct1 × Ct2 · · · × Ctn × [0, 1]T\S ,

ãäå Cti � îäíîìåðíûé ïðîìåæóòîê, ôîðìóëîé

µ(C) = µS(Ct1 × Ct2 · · · × Ctn).

Ôóíêöèÿ µ îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñ÷åòíî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà öèëèíäðè-
÷åñêîé σ-àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà [0, 1]T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îáåñïå÷èâàþò êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Î÷å-
âèäíî, ôóíêöèÿ µ ïðîäîëæàåòñÿ äî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâ íà àëãåáðå, ïîðîæäåí-
íîé êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè öèëèíäðîâ. Êëàññ öèëèíäðîâ ñ êîìïàêòíûìè îñíîâàíèÿìè Cti (Cti
� îòðåçîê) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì êëàññîì, êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ (òàê
êàê ïðîâåðêà êîìïàêòíîñòè êëàññà âåäåòñÿ äëÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà öèëèíäðîâ, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåîðåìîé Òèõîíîâà äëÿ ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé).

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæàþùèì êîìïàêòíûì êëàññîì â
ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé µS . Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé öèëèíäð
C, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîìåæóòêîâ, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì êîìïàêòíûõ öè-
ëèíäðîâ: C = ∪iC(i), C(i) ⊂ C(i + 1), ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðåçêîâ. Ïîýòîìó µS(C) =
limi µS(C(i)) â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè µS .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷åòíî-àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåð. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèé ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìåðàìè µS íà ìíî-
æåñòâàõ âèäà B × [0, 1]T\S , ãäå B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â [0, 1]S . �

Çàìå÷àíèå 3.21. Ñ ñàìîãî íà÷àëà ìåðó µ ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâàõ âèäå B ×
[0, 1]T\S, ãäå B � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî [0, 1]S, ïî ôîðìóëå

µ(B × [0, 1]T\S) = µS(B)

è äàëåå äåéñòâîâàòü ïî òîé æå ñõåìå. Åäèícòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå
êîìïàêòíîãî êëàññà íàäî èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâà K × [0, 1]T\S, ãäå K ⊂ [0, 1]S � êîìïàêò, è
ïðèìåíÿòü ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî áîðåëåâñêèõ ìåð: äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû µ íà Rn, ε > 0 è áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ A, ÷òî
µ(A \K) ≤ ε (ñì. çàäà÷ó íèæå).

Çàìå÷àíèå 3.22. Äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ XT

ïðîñòðàíñòâ áîëåå îáùåãî âèäà. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî âçàìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå ìåæäó X è [0, 1], ñîõðàíÿþùåå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â îáå ñòîðîíû (áîðåëåâñêèé èçî-
ìîðôèçì). Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå X ìîæíî âçÿòü R.

Òåîðåìó òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ñëó÷àþ, êîãäà X ⊂ [0, 1] � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî. Äëÿ
ýòîãî ïðîäîëæèì ìåðû µS íà [0, 1]S, ïîëîæèâ µS([0, 1]S \XS) = 0 è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé òåî-
ðåìîé. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ìåðà íà [0, 1]T , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà
èíäåêñîâ S ñëó÷àéíûé âåêòîð (xt1 , · · · , xtn) ïî÷òè âñåãäà ëåæèò â XS è èìååò çàäàííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå µS. Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ òîïîëîãè÷åñêèå òåîðåìû îá èçîìîðôèçìàõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ,
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé, êîãäà X � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî ïîë-
íîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 3.23. Èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà áîðåëåâñêèõ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {µt}, t ∈ T íà ïðÿìîé ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

µ =
∏
t∈T

µt.

Íà ìíîæåñòâå A = At1 ×At2 · · · ×Atn × RT\S, Ati ⊂ R èìååì

µ(A) =
∏
ti∈S

µti(Ati).

Ïðèìåð 3.24. Ïóñòü Ω = {0, 1} � äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì P ({1}) = p, P ({0}) =
1− p. Îïðåäåëèì ìåðó P∞ (ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîïèé P ) íà ñ÷åòíîì ïðîèçâåäåíèè Ω∞.
Òîãäà ω ∈ Ω∞ èìåò âèä ω = (ω1, ω2, · · · , ωi, · · · ), ãäå êàæäàÿ êîîðäèíàòà ωi ðàâíà ëèáî 0, ëèáî
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωi} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ïðîñòðàíñòâå
Ω∞ ñ ìåðîé P∞. Ýòî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â.

Çàíÿòèå 3

1) (Ïîïîëíåíèå ìåðû). Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà σ-àëãåáðå A. Äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâà âèäà B ∪ C, ãäå B ∈ A, C ⊂ A ∈ A è µ(A) = 0 îáðàçóþò σ-àëãåáðó. Çàäàäèì
íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ ìåðó µ ôîðìóëîé µ(B ∪C) = µ(B). Äîêàçàòü, ÷òî ïðîäîëæåíèå çàäàåò
ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó.

2) (Öèëèíäðè÷åñêàÿ σ-àëãåáðà). Ïóñòü X =
∏
t∈T Xt � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü êàæäîå Xt íàäåëåíî σ-àëãåáðîé At. Ïóñòü AT � öèëèíäðè÷åñêàÿ σ-àëãåáðà, ïîðîæ-
äåííàÿ öèëèíäðàìè Ct1 × Ct2 · · ·Ctn ×

∏
t∈T\S Xt, S = {t1, · · · , tn}. Äîêàçàòü, ÷òî AT åñòü

îáúåäèíåíèå âñåõ σ-àëãåáð AC , ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî T .
3) Ïîñòðîèòü ïðèìåð ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, àëãåáðû íà íåì è êîíå÷íî-àääèòèâíîé ôóíêöèè

ìíîæåñòâ íà ýòîé àëãåáðå, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé.
4*) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
5) Îïèñàòü σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå 1) âñåìè êîíå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè, 2) âñåìè ñ÷åòíûìè

ïîäìíîæåñòâàìè, 3) âñåìè áåñêîíå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè, 4) âñåìè íåñ÷åòíûìè ïîäìíîæå-
ñòâàìè.

6) Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 íà êàæäîì îäíîýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ A→ P (A) ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1.
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7) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rn, ε > 0 è áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ A, ÷òî µ(A \K) ≤ ε.

8) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èç R∞ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè îòíîñèòåëüíî öèëèíäðè-
÷åñêîé σ-àëãåáðû ( x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ R∞)
1) {x : supxn > a}, {x : inf xn < a}
2) {x : limxn ≤ a}, {x : limxn < a}
3) ìíîæåñòâî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë limn→∞ xn ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí

9) Íîñèòåëåì áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rn íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, èìåþùåå ìåðó 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé áîðåëåâñêîé ìåðû íà
Rn ñóùåñòâóåò íîñèòåëü. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà X íà ïðÿìîé
ñóùåñòâóåò ìåðà ñ íîñèòåëåì X.

4. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Îñíîâíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëó÷àéíûé âåêòîð.

Íåçàâèñèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà (Ω,F , P ), ãäå Ω � íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ), F � σ-àëãåáðà íà Ω, P � âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà íà F .

Óïðàæíåíèå 4.2. (σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îòîáðàæåíèåì) Åñëè F : X → Y � îòîáðàæåíèå
ìåæäó ìíîæåñòâàìè, à B � σ-àëãåáðà íà Y , òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ {F−1(B), B ∈ B} ÿâëÿåòñÿ
σ-àëãåáðîé íà X.

Îïðåäåëåíèå 4.3. (Èçìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ) Îòîáðàæåíèå F : Ω → Y , ãäå Y � ìíîæåñòâî,
íàäåëåííîå σ-àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì (B-èçìåðèìûì), åñëè F−1(B) ∈ F , äëÿ ëþáîãî
B ∈ B.

Êàê ïðàâèëî, îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, áóäóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â Rn.
Ïðîñòðàíñòâî Rn âñåãäà áóäåò íàäåëÿòüñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìûì
îòîáðàæåíèåì F : Ω → Rn áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå ñî ñâîéñòâîì F−1(B) ∈ F äëÿ
ëþáîãî áîðåëåâñêîãî B.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ ëþáîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå
èç Ω â R. Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ξ : Ω→ Rn íàçûâàåòñÿ ëþáîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå èç Ω â Rn.

Îïðåäåëåíèå 4.5. (Îáðàçû ìåð) Êàæäîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèåì F : Ω→ Y , ãäå Y � ìíîæå-
ñòâî, íàäåëåííîå σ-àëãåáðîé B, îïðåäåëÿåò ìåðó-îáðàç µ = P ◦ F−1 íà B ïî ôîðìóëå

µ(A) = P (F−1(A)).

Óïðàæíåíèå 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî çàäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
íà σ-àëãåáðå B.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå èçìåðèìîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûïîëíåíî, åñëè ëþáîå ìíî-
æåñòâî

ξ−1((−∞, a)) = {ω ∈ Ω : ξ(ω) < a}
ÿâëÿåòñÿ F-èçìåðèìûì.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µξ íà R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

µξ(B) = P ({ω : ξ(ω) ∈ B}),

ãäå B ⊂ R � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ξ.

Äðóãèìè ñëîâàìè � µξ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé-îáðàçîì P ïðè îòîáðàæåíèè ξ.
Äëÿ îïèñàíèÿ ñ.â. îáû÷íî ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíè îäíîçíà÷íî

çàäàþò ìåðó íà ïðÿìîé (ñì. ïðèìåð 3.12).
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Îïðåäåëåíèå 4.8. Ôóíêöèÿ µξ((−∞, t)) = P ({ω : ξ(ω) < t}) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ.â. ξ è îáîçíà÷àåòñÿ Fξ.

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, Fξ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì
limt→−∞ F (t) = 0, limt→+∞ F (t) = 1. Íàîáîðîò, ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ F çàäàåò íåêîòîðóþ ìåðó íà
ïðÿìîé ïî ôîðìóëå

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

Ïðèìåð 4.9. Åñëè ξ � áåðíóëëèåâñêàÿ ñ.â., òî F (t) = 0, åñëè t ≤ 0, F (t) = 1− p, åñëè 0 < t ≤ 1 è
F (t) = 1, åñëè t ≥ 1.

Ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè ξ ïðèíèìàåò êîíå÷íûé (ñ÷åòíûé) íàáîð çíà÷åíèé (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ñîáûòèÿ íóëåâîé âåðîÿòíîñòè). Â ýòîì ñëó÷àå ìåðà µξ îêàçûâàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé íà
êîíå÷íîì (ñ÷åòíîì) ÷èñëå òî÷åê, à ôóíêöèÿ Fξ � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ðàñòóùàÿ "ñêà÷êàìè". Ïðè-
ìåðàìè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîãóò ñëóæèòü áèíîìèàëüíûå è ïóàññîíîâñêèå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè Fξ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

Fξ(t) =

∫ t

−∞
fξ(x)dx

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè fξ, íàçûâàåìîé ïëîòíîñòüþ ñ.â. ξ.

Î÷åâèäíî, fξ íåîòðèöàòåëüíà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì∫
R
fξ(x) dx = 1.

Ïðèâåäåì íèæå ïðèìåðû íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 4.11. (Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.) Ñ.â. ξ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b],
èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fξ(x) =

{
1
b−a , x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b].

Çäåñü a < b. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

Fξ(x) =


0, x < a,
x−a
b−a , x ∈ [a, b]

1, x > b.

Ïðèìåð 4.12. (Ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.) Ñ.â. ξ èìååò ãàóññîâñêîå (íîðìàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå
N (a, σ2), åñëè

fξ(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−a)2

2σ2 .

Òîãäà

Fξ(x) = Φ
(x− a

σ

)
,

ãäå Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−

t2

2 dt.

Çàìå÷àíèå 4.13. Ñîîòíîøåíèå ∫
R
te−

x2

2 dx =
√

2π

ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ è òåîðåìû Ôóáèíè(∫
R
e−

x2

2 dx
)2

=

∫
R2

e−
x2+y2

2 dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−
r2

2 r drdϕ = 2π

∫ ∞
0

re−
r2

2 dr = 2π.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííîé ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî 1√
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 ÿâëÿåòñÿ

âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòüþ.
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Ïðèìåð 4.14. (Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.) Ñ.â. ξ èìååò (îäíîñòîðîííåå) ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0, åñëè

fξ(x) =

{
0, x < 0
λe−λx, x ≥ 0.

Òîãäà

Fξ(x) =

{
0, x < 0
1− e−λx, x ≥ 0.

Ïðèìåð 4.15. (Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.) Ñ.â. ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðîì θ > 0, åñëè

fξ(x) =
1

π

θ

θ2 + x2
.

Òîãäà

Fξ(x) =
π/2 + arctg(x/θ)

π
.

Çàìå÷àíèå 4.16. Ïîìèìî óïîìÿíóòûõ òèïîâ ñ.â. âñòðå÷àþòñÿ åùå òàê íàçûâàåìûå ñèíãóëÿð-
íûå ñ.â. Äëÿ ñèíãóëÿðíîé ñ.â. ìåðà µξ ñîñðåäîòîòî÷åíà íà ìíîæåñòâå, èìåþùåì ìåðó Ëåáåãà
íóëü (íàïðèìåð, êàíòîðîâñêîì). Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå òåîðèè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèå íà
ïðÿìîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) â âèäå
ñóììû íåïðåðûâíîãî, äèñêðåòíîãî è ñèíãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.17. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

IEξ =

∫
Ω

ξ(ω) dP,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Óïðàæíåíèå 4.18. Óáåäèòåñü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò â äàííûì ðàíåå â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ
ñ.â.

Îïðåäåëåíèå 4.19. Äèñïåðñèåé ñ.â. ξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Dξ = IEξ2 − (IEξ)2.

Çàìå÷àíèå 4.20. Âñå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äëÿ äèñêðåòíûõ ñ.â.,
óïîìÿíóòûå âûøå, îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ íåïðåðûâíûõ ñ.â.

Òåîðåìà 4.21. (Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà). Åñëè f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî

IEf(ξ) ≥ f(IEξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âûïóêëîñòè f âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x) ≥ f(y) + f ′(y)(x− y).

Ïîëîæèì x = ξ, y = IEξ. Òîãäà

f(ξ) ≥ f(IEξ) + f ′(IEξ)(ξ − IEξ).

Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé. Òàê êàê

IE
(
f ′(IEξ)(ξ − IEξ)

)
= f ′(IEξ)IE(ξ − IEξ) = 0,

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî. �

Òåîðåìà 4.22. Åñëè ξ � íåïðåðûâíàÿ ñ.â. è IE|ξ| <∞, òî

IEξ =

∫
R
xfξ(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñ.â. (ïî÷åìó?). Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà, IEξ = limn IEξn, ãäå â êà÷åñòâå {ξn} ìîæíî âçÿòü

ξn =
∑
k∈Z+

k

2n
I{ k2n<ξ≤

k+1
2n }

.
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Òîãäà

IEξn =
∑
k∈Z+

k

2n
P (

k

2n
< ξ ≤ k + 1

2n
) =

∑
k∈Z+

k

2n
µξ((

k

2n
,
k + 1

2n
])

=
∑
k∈Z+

k

2n

∫ k
2n

k+1
2n

fξ(x) dx =

∫ (∑
k∈Z+

k

2n
I( k

2n ,
k+1
2n ]

)
fξ(x) dx.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
∑
k∈Z+

k
2n I( k

2n ,
k+1
2n ] � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà-

ÿñÿ ê ôóíêöèè x. Ñóùåñòâîâàíèå
∫
R xfξ(x) dx è èñêîìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ìîíîòîííîé

ñõîäèìîñòè. �

Óïðàæíåíèå 4.23. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g

IEg(ξ) =

∫
g(x) dµξ.

Ïðèìåð 4.24. Ïóñòü ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1). Òîãäà

IEξ =
1√
2π

∫
xe−

x2

2 dx = 0, Dξ =
1√
2π

∫
x2e−

x2

2 dx = 1

(ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç íå÷åòíîñòè ôóíêöèè, à âòîðîå � èç ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì). Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî IEξ = a, Dξ = σ2,
åñëè ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå N (a, σ2).

Óïðàæíåíèå 4.25. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ðàâíîìåðíîé è ïîêàçàòåëü-
íî ðàñïðåäåëåííîé ñ.â.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñå ñ.â. îáëàäàþò ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé (íàïðèìåð, ðàñïðå-
äåëåíèå Êîøè íå îáëàäàåò íè òåì, íè äðóãèì).

Òàêæå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ ìîìåíòû ïîðÿäêà k è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû

IEξk, IE(ξ − IEξ)k.

Èç êîíå÷íîñòè àáñîëþòíîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà k

IE|ξ|k =

∫
|x|k dµξ <∞

ñëåäóåò êîíå÷íîñòü àáñîëþòíûõ ìîìåíòîâ íèçøåãî ïîðÿäêà (â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èëè Èåí-
ñåíà). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (äèñïåðñèè) íåîáõîäèìà êîíå÷íîñòü ïåðâîãî
(âòîðîãî) ìîìåíòà.

Ñëó÷àéíûå âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå 4.26. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ : Ω → Rn íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ìåðà µξ =
P ◦ξ−1 îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ρ : Rn → R+,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ∫

ρ dx = 1

è

P (ξ ∈ B) = µξ(B) =

∫
B

ρ dx.

Îïðåäåëåíèå 4.27. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {ξi} íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè

P (ξ1 ∈ B1, · · · , ξn ∈ Bn) = P (ξ1 ∈ B1) · · ·P (ξn ∈ Bn)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bi ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå 4.28. Ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà ξ íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå åãî i-é êîìïîíåíòû ξi

ξ = (ξ1, · · · , ξi, · · · , ξn)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî i-å ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

P (ξi ∈ B) =

∫
{x:xi∈B}

ρξ dx.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 4.29. Êîìïîíåíòû {ξi} ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé F (x) =
P (ξ1 < x1, · · · , ξi < xi, · · · , ξn < xn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

F (x) =

d∏
i=1

Fi(xi),

ãäå Fi � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèé ïîëîæèì n = 2. Òîãäà, î÷åâèäíî,

P (a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2) = F (a2, b2)− F (a1, b2)− F (a2, b1) + F (a1, b1)

= (F1(b1)− F1(a1))(F2(b2)− F2(a2)) = P1(a1 ≤ ξi < b1))P2(a2 ≤ ξ2 < b2).

Äàëåå, â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè P , P1, P2, ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâà áîëåå
îáùåãî âèäà, à èìåííî

P (ξ ∈ I1 × I2) = P1(ξ1 ∈ I1)P2(ξ2 ∈ I2),

ãäå Ii � ëþáûå ñ÷åòíûå äèçúþíêíûå îáúåäèíåíèÿ ïîëóèíòåðâàëîâ è èõ äîïîëíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ñîîòíîøåíèå âåðíî, åñëè Ii � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå (çàìêíóòîå) ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Ïóñòü òå-
ïåðü Ii � ïðîèçâîëüíûå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà. Ñîãëàñíî çàäà÷å 7 Çàíÿòèÿ 3 ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå

îáúåäèíåíèÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ I
(n)
i ⊂ Ii, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ Pi(Ii \ ∪nI(n)

i ) = 0.

Ïðèìåíÿÿ òî æå ñâîéñòâî, äîïîëíèòåëüíî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû P (I1× I2 \∪nI(n)
1 × I(n)

2 ) = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ìíîæåñòâ ∪Nn I
(n)
1 , èñêîìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåïðå-

ðûâíîñòè ìåð P , P1, P2. �

Íà ÿçûêå òåîðèè ìåðû ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ: ìåðà µξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ìåð.

Ïðèìåð 4.30. Ïóñòü F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ξ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(x) =
1 − (1 − F (x))n íå óáûâàåò, íåïðåðûâíà ñëåâà è G(−∞) = 0, G(+∞) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, G �
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñ.â. Ïðîâåðüòå, ÷òî G = Fη, ãäå η = min(ξ1, · · · , ξn) è {ξi} �
íåçàâèñèìûå ñ.â. ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Ïðèìåð 4.31. Ïóñòü {Xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ïóñòü N � íåçàâèñèìàÿ îò íèõ ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì λ.
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ξ = maxi≤N+1Xi.

P (ξ < x) =

∞∑
k=0

P (ξ < x,N = k) =

∞∑
k=0

P (ξ1 < x, · · · , ξk+1 < x,N = k)

=

∞∑
k=0

P (ξ1 < x) · · ·P (ξk+1 < x)P (N = k) =

∞∑
k=0

F k+1(x)
λk

k!
e−λ = F (x)eλ(F (x)−1).

Òåîðåìà 4.32. Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ fξ, fη. Òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. θ = ξ + η çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè

fξ+η(x) =

∫ +∞

−∞
fξ(t)fη(x− t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

P (ξ + η ≤ x) =

∫ ∫
t+s≤x

fξ(t)fη(s) dtds.
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè è ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì

P (ξ + η ≤ x) =

∫ +∞

−∞

∫ x−t

−∞
fξ(t) fη(s) dsdt =

∫ +∞

−∞

∫ x

−∞
fξ(t) fη(s− t) dsdt

=

∫ x

−∞

(∫ +∞

−∞
fξ(t) fη(s− t) dt

)
ds.

�

Ïðèìåð 4.33. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 1] ñ.â. Ïðè-
ìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì

fξ+η(x) = λ
(
[0, 1] ∩ [x− 1, x]

)
= max(0, 1− |x− 1|).

Çàíÿòèå 4

1) Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. g(ξ), ãäå
1) g = − log x, ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].
2) g = |x|, ξ ∼ N (0, 1).
3) g = 1

x2 , ξ ∼ N (0, 1).
4) g =

√
x+ 1, ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].

2) (Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïóñòü ξ � ñ.â. è Fξ � åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü η � ñ.â., ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ïîëîæèì θ = G(η), ãäå

G(t) = inf{x : Fξ(x) > t}.
Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è θ ñîâïàäàþò.

3) Íàéòè IEξk, IE|ξ|k äëÿ ëþáîãî k ∈ N, åñëè 1) ξ ∼ N (0, 1), 2) ξ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

4) Ñ.â. θ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â., θ = ξ + η, îäíà èç êîòîðûõ íåïðåðûâíà, à
äðóãàÿ äèñêðåòíà. Íàéäèòå åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé
ξ è η.

5) Ñ.â. θ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â., θ = ξ + η, îäíà èç êîòîðûõ äèñêðåòíà, à
äðóãàÿ ñèíãóëÿðíà. Äîêàçàòü, ÷òî θ ñèíãóëÿðíà.

6) (Â.È. Àðíîëüä) Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëîùàäè ïðîåêöèè êóáà ñ ðåáðîì 1 íà
ïëîñêîñòü ïðè èçîòðîïíî ðàñïðåäåëåííîì ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè ïðîåêòèðîâàíèÿ.

7) (Íåðàâåíñòâî Ãèááñà) Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, fξ, gη � ïëîòíîñòè èõ ðàñïðåäåëå-
íèé. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

IE log fξ(ξ) ≥ IE log fη(ξ).

8) Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë n
√
x1 · · ·xn ≥

(
1
n

∑n
i=1

1
xi

)−1

.

9) Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â., åñëè îíè 1) ñòàíäàðòíûå ãàóññîâñêèå,
2) ïîêàçàòåëüíûå ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè, 3) ïîêàçàòåëüíûå ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè.

10) Ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â. ñ p = 1/2. Äîêàæèòå,

÷òî ñ.â. η =
∑∞
n=1

ξn
2n ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].

11) Ïóñòü {ξn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñ.â., èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
[0, 1] Ïóñòü

τ(x) = {min
n

: Sn =

n∑
i=1

ξi ≥ x}.

Äîêàçàòü, ÷òî P (τ > n) = xn

n! .
12) Èìåþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], è ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåò-

êà. Êàê ñ èõ ïîìîùüþ ïîñòðîèòü ñ.â. ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) = 3
((
x− 1

2

)2
+

1

8
|1− 2x|1/2

)
, x ∈ [0, 1]?

13) Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ
1) IE|ξ| =

∫∞
0
µ(|ξ| > t) dt.

2) Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò îáðàòíóþ, òî IEξ =
∫ 1

0
F−1
ξ (t) dt.
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3) Åñëè Fη ≤ Fξ, òî IEη ≥ IEξ.

4*) (êîððåëÿöèîííîå íåðàâåíñòâî)
∫ 1

0
F−1
ξ (t)F−1

η (t) dt ≥ IEξ · IEη.
14) Äîêàçàòü, ÷òî min(x, y) è max(x+y−1, 0) ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F âûïîëíåíû íåðàââåíñòâà

max(F1(x) + F2(y)− 1, 0) ≤ F (x, y) ≤ min(F1(x), F2(x)),

ãäå F1 è F2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé.
15) Ïóñòü ξ è η � îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

IE(ξmηn) = IE(ξm)IE(ηn).

Äîêàçàòü, ÷òî ξ è η íåçàâèñèìû.

5. Ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè. Êîâàðèàöèÿ è êîððåëÿöèÿ.

Ñëó÷àéíûå âåêòîðû (ïðîäîëæåíèå)

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð íà ôîðìóëó ñâåðòêè.

Ïðèìåð 5.1. Ðàñïðåäåëåíèå χ2.

Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ãàóññîâñêèå (ò.å. ξi ∼ N (0, 1)) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñ.â.

η = ξ2
1 + ξ2

2 .

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ2
1 íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

P (ξ2
1 ≤ x) =

1√
2π

∫ √x
−
√
x

e−
t2

2 dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x, ïîëó÷àåì

fξ21 (x) =

{
0, x ≤ 0

1√
2πx

e−
x
2 , x > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå ñâåðòêè, ïðè x > 0

fη(x) =
1

2π

∫ x

0

e−
t
2 e−

(x−t)
2√

t(x− t)
dt =

e−
x
2

2π

∫ x

0

1√
t(x− t)

dt =
e−

x
2

2π

∫ 1

0

1√
t(1− t)

dt

= B
(1

2
,

1

2

) 1

2π
e−

x
2 =

1

2
e−

x
2 .

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ, ëåãêî äîêàçàòü ÷òî c.â.

η = ξ2
1 + ξ2

2 + · · ·+ ξ2
n,

ãäå ξi ∼ N (0, 1) è âñå ξi íåçàâèñèìû, èìåååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fη(x) =

{
0, x ≤ 0

1
2n/2Γ(n/2)

x
n
2−1e−

x
2 , x > 0.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì χ2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìóëû ïëîòíîñòè äëÿ äðóãîãî êëàññè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû ïðèìåíèì

ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå, ñëåäóþùåå íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
fξ, fη ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì F (η) = ξ, ãäå F : Rn → Rn � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå:

fη = fξ(F )|detDF |.

Ïðèìåð 5.3. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà.
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Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñ.â.
ξ0√

1
n (ξ2

1 + ξ2
2 + · · ·+ ξ2

n)
,

ãäå ξi ∼ N (0, 1) è âñå ξi íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð

(X,Y ) =
(
ξ0, ξ

2
1 + ξ2

2 + · · ·+ ξ2
n

)
.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè åãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (y > 0)

fX,Y = C(n)e−
x2

2 −
y
2 y

n
2−1.

Ïóñòü (U, V ) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ñâÿçàííûé ñ (X,Y ) ñîîòíîøåíèåì

U = X, V =
X√
Y/n

.

Î÷åâèäíî, V èìååò èñêîìóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèì X,Y ÷åðåç U, V :

X = U, Y = n
U2

V 2

Ìîäóëü ÿêîáèàíà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàâåí

2nU2

|V |3
.

Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ âåêòîð (U, V ) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fU,V = C(n) exp
(
−u

2

2
− nu2

2v2

) |u|n−2

|v|n−2

u2

|v|3
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü V , íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ïî u.
Ïîëó÷àåì

fV =
C(n)

|v|n+1

∫ ∞
−∞
|u|n exp

(
− (n+ v2)u2

2v2

)
du.

Ñäåëàâ â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé

s = u

√
n+ v2

v
,

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû C(n) ïëîòíîñòü V ðàâíà

fV =
C(n)

(n+ v2)
n+1
2

.

Íèæå ïðèâåäåíà áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà (ñ òî÷íîé êîíñòàíòîé).

Ñëåäñòâèå 5.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η =
ξ0√

1
n (ξ2

1 + ξ2
2 + · · ·+ ξ2

n)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðîå çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ

fη(x) =
1√
πn

Γ(n+1
2 )

Γ(n2 )

1

(1 + x2

n )
n+1
2

.

Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Çàäà÷àìè íà ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò çàäà÷è, ãäå â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ âûñòóïàþò
ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (òî÷êè ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà, ìíîãîîáðàçèÿ, ïðÿìûå,
ìíîãîóãîëüíèêè è ò.ï.). Â ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òàêèå çàäà÷è âûñòóïàëè èíîãäà
èñòî÷íèêîì �ïàðàäîêñîâ�, ââèäó ñëîæíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè èõ ôîðìàëèçàöèè (ñì., íàïðèìåð,
�ïàðàäîêñû Áåðòðàíà�, [6]). Â çàäà÷àõ òàêîãî ðîäà, äåéñòâèòåëüíî, íåîáõîäèìà àêêóðàòíàÿ ôîðìàëè-
çàöèÿ (÷òî èìåííî âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êàêèå ñ.â. íåçàâèñèìû è ò.ï.). Ñëåäóÿ
òðàäèöèè, ïîä "ñëó÷àéíîé òî÷êîé"îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â A, ïðè÷åì åãî ðàñïðåäåëåíèå µξ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé
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ìåðîé Ëåáåãà 1
λ(A)λ|A. Â ñëó÷àå ìíîãîîîáðàçèé âìåñòî ìåðû Ëåáåãà âûñòóïàåò íîðìàëèçîâàííàÿ

ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà.

Ïðèìåð 5.5. Èãëà Áþôôîíà. Ïëîñêîñòü ðàçëèíîâàíà ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè øèðèíû 1. Íà
ïëîñêîñòü �ñëó÷àéíûì îáðàçîì� áðîñàåòñÿ èãëà äëèíû 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïî-
ëîñêîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå x îò öåíòðà èãëû äî áëèæàéøåé ïîëîñêè ðàñïðåäåëåíî ðàâíî-
ìåðíî íà [0, 1/2]. Êðîìå ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ïàäåíèÿ ϕ (óãîë ìåæäó èãëîé è ïðÿìîé,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëîñêàì) ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî íà [0, π/2]. Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî x è ϕ � íåçà-
âèñèìûå ñ.â.. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçîéäåò, åñëè x < 1

2 cosϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

2

π

(∫ π/2

0

2

∫ 1
2 cosϕ

0

dx
)
dϕ =

2

π
.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà π.

Ïðèìåð 5.6. Äâå òî÷êè P1 è P2 íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â äèñêå D ðàäèóñà r.
Äîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññòîÿíèÿ ρ ìåæäó íèìè ðàâíî

f(r) := IEρ =
128r

45π
.

Âìåñòî ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà r ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ äèñêîâ ðàäèóñà r+h äëÿ
ìàëûõ çíà÷åíèé h è èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(r + h). Íàøà öåëü � ïîëó÷èò âûðàæåíèå äëÿ
f ′(r). Åñëè òî÷êè P1, P2 ðàñïðåäåëåíû (ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî) â äèñêå Dh ðàäèóñà r + h, òî (â
ñèëó íåçàâèñèìîñòè)

P (P1 ∈ D;P2 ∈ D) =
( πr2

π(r + h)2

)2

= 1− 4h

r
+ o(h).

P (P1 ∈ D;P2 ∈ Dh \D) =
( πr2

π(r + h)2

)(
1− πr2

π(r + h)2

)
=

2h

r
+ o(h).

Î÷åâèäíî, P (P1 ∈ Dh \D;P2 ∈ Dh \D) = o(h). Òîãäà

f(r + h) = IEρ = IE(ρIP1∈D;P2∈D)) + 2IE(ρ(r + h)IP1∈D;P2∈Dh\D)) + o(h). (1)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî 1
P (P1∈D;P2∈D) IE(ρIP1∈D;P2∈D)) = f(r). Ñëåäîâàòåëüíî,

IE(ρIP1∈D;P2∈D)) = f(r)
(

1− 4h

r
+ o(h)

)
.

Äàëåå,

IE(ρ(r + h)IP1∈D;P2∈Dh\D)) =
1

P (P1 ∈ D;P2 ∈ Dh \D)
IE(ρ(r + h)IP1∈D;P2∈Dh\D))

(2h

r
+ o(h)

)
.

Ñ òî÷íîñòüþ äî o(h) âåëè÷èíà 1
P (P1∈D;P2∈Dh\D) IE(ρ(r + h)IP1∈D;P2∈Dh\D)) åñòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè äèñêà ðàäèóñà r äî òî÷êè íà ãðàíèöå äèñêà. Ýòî ðàññòîÿíèå óäîáíî âû÷èñëÿòü â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå íà ãðàíèöå äèñêà. Îíî ðàâíî

1

πr2

∫ π/2

−π/2

∫ 2r cosϕ

0

s2 dsdϕ =
32r

9π
+ o(h).

Èç (1) ïîëó÷àåì

f ′(r) = −4

r
f(r) +

128

9π
.

Ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî f(0) = 0, ëåãêî ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîò-
íîøåíèå.
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Êîððåëÿöèÿ è êîâàðèàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.7. Êîâàðèàöèåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íàçûâàþò âåëè÷èíó

cov(ξ, η) = IE(ξ − IEξ)(η − IEη).

Êîððåëÿöèåé ξ è η íàçûâàþò âåëè÷èíó

cor(ξ, η) =
IE(ξ − IEξ)(η − IEη)√

IE(ξ − IEξ)2 ·
√

IE(η − IEη)2
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ξ è η îáå âåëè÷èíû ðàâíû íóëþ (îáðàòíîå íåâåð-
íî!). Êîððåëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé è, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïî
ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1.

Êîâàðèàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì.

Çàíÿòèå 5

1) Ïóñòü ñ.â. u ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. 1 +
[

log u
log(1−p)

]
([x]

� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x).
2) Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â. X, Y çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

fX(x) =

{
0, x ≤ 0
1
4xe
− x2 , x > 0.

fY (y) =

{
0, |y| ≥ 1

1

π
√

1−y2
, y < 1.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå XY .
3) Ñ.â.X1, X2, X3 íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Äîêàçàòü,

÷òî ñ.â.

Y1 =
X1

X1 +X2
, Y2 =

X1 +X2

X1 +X2 +X3
, Y3 = X1 +X2 +X3

íåçàâèñèìû è íàéòè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.
4) Ïóñòü ïàðà ñ.â. (U, V ) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîì êðóãå {(u, v) : u2 +

v2 ≤ 1}, W = u2 + v2. Ïîëîæèì

X = U

√
−2 lnW

W
, Y = V

√
−2 lnW

W
.

Ïîêàçàòü, ÷òî X,Y íåçàâèñèìû è èìåþò N (0, 1)-ðàñïðåäåëåíèå.
5) Äîêàçàòü, ÷òî ñ.â. (XY )Z , ãäå X,Y, Z íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0, 1], ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].
6*) Ïóñòü {ξj} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñ.â. ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíûìè

fξj =

{
0, x ≤ 0

Cpe
− xpp , x > 0,

p > 0. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñ.â.

Xn,p,k =

∑k
j=1 ξ

p
j∑n

j=1 ξ
p
j

, 1 ≤ k ≤ n.

7) Òðè ìóõè ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî ñàäÿòñÿ íà êðóãëûé àðáóç ðàäèóñà 1. Åñëè ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ èç íèõ ìåíüøå π/2, òî îáå óëåòàþò. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî 1) íà àðáóçå
îñòàíåòñÿ îäíà ìóõà, 2) íà àðáóçå îñòàíóòñÿ òðè ìóõè.

8) Òðè ñëó÷àéíûå òî÷êè íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îêðóæíîñòè. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé èìè, áóäåò òóïîé.

9) Òðè ñëó÷àéíûå òî÷êè íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ñôåðå ðàäèóñà 1. Íàéòè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëîùàäè îáðàçîâàííîãî èìè ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.

10) Äîêàæèòå, ÷òî ñ.â. sinϕ è cosϕ, ãäå ϕ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà [0, 2π], èìåþò íóëåâóþ
êîððåëÿöèþ, íî íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.



ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ 23

6. Òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûå ìåðû.

Òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà

Ïðè ðàáîòå ñ èçìåðèìûìè îòîáðàæåíèÿìè íà ïðîñòðàíñòâàõ, íàäåëåííûõ ìåðàìè, âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ èçìåðèìîñòè.

Ïóñòü µ � âåðîîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà σ-àëãåáðå F . Íàïîìíèì, ÷òî ñ êàæäîé ìåðîé ìîæíî ñâÿçàòü
σ-àëãåáðó µ-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Fµ (ïîïîëíåíèå F ïî µ). À èìåííî, ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ µ-
èçìåðèìûì, åñëè îíî èìååò âèä A = B ∪ C, B ⊂ F , à ìíîæåñòâî C èìååò âíåøíþþ µ-ìåðó íóëü.
Ïðè ýòîì µ ïðîäîëæàåòñÿ íà Fµ ïî ôîðìóëå µ(A) = µ(B).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ µ-èçìåðèìîé, åñëè f èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Fµ.

Óïðàæíåíèå 6.2. Ïóñòü µ � ìåðà íà σ-àëãåáðå F . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé µ-èçìåðèìîé
ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò åé ýêâèâàëåíòíàÿ F-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g (ò.å. µ{f 6= g} = 0).

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ), ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü (íå îãî-
âàðèâàÿ ýòî ñïåöèàëüíî), ÷òî îíî ïîëíî, ò.å. F = FP . Â òàêîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí è P -èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäåò ñîâïàäàòü.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü äàíû âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ è ν íà σ-àëãåáðå F .
Ìåðà ν íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî µ, åñëè ν(A) = 0 äëÿ âñÿêîãî ìíî-

æåñòâà A ∈ F ñ µ(A) = 0.
Ìåðà ν íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî µ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå S ∈ F , ÷òî µ(S) = 0

è ν(Sc) = 0.

Òåîðåìà 6.4. (Ðàäîíà-Íèêîäèìà). Ìåðà ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ â òî÷íîñòè
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ µ-èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî

ν(A) =

∫
A

f dµ

äëÿ ëþáîãî A ∈ F .

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ν îòíîñèòåëüíî µ. Îáîçíà÷åíèå ν = f · µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íîâóþ ìåðó λ = µ + ν. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå L2(λ) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ïî ìåðå λ
ôóíêöèé:

L(ϕ) =

∫
ϕdµ, ϕ ∈ L2(λ).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë êîððåêòíî îïðåäåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ({x : ϕ̃(x) 6= ϕ(x)}) = 0, òî
µ({x : ϕ̃(x) 6= ϕ(x)}) = 0. Òàêèì îáðàçîì, L(ϕ) íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûáîðå äðóãîãî ïðåäñòàâèòåëÿ èç
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äàëåå,

|L(ϕ)| ≤
∫
|ϕ|dµ ≤

∫
|ϕ|dλ ≤ ‖1‖L2(λ)‖ϕ‖L2(λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, L íåïðåðûâåí íà L2(λ) è ïî òåîðåìå Ðèññà-Ôèøåðà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
ψ ∈ L2(λ), ÷òî

L(ϕ) =

∫
ϕdµ =

∫
ϕψdλ. (2)

Ïîýòîìó
µ = ψ · λ, ν = (1− ψ) · λ. (3)

Ïîêàæåì, ÷òî 1−ψ
ψ · µ = ν. Ïóñòü

Ω0 = {ψ ≤ 0}.
Ïîäñòàâèâ ϕ = IΩ0 â (2), ïîëó÷èì µ(Ω0) ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî µ(Ω0) = 0. Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ν(Ω0) = 0.

Äàëåå,
Ω1 = {ψ ≥ 1}.

Ïîäñòàâèâ ϕ = IΩ1
â (2), ïîëó÷èì µ(Ω1) ≥ λ(Ω1). Òàê êàê µ ≤ λ, òî ν(Ω1) = 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

1−ψ
ψ êîððåêòíî îïðåäåëåíà µ-ïî÷òè âñþäó è ν-ï.â. íåîòðèöàòåëüíà.
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Ïîëîæèì f = 1−ψ(x)
ψ(x) , x /∈ Ω0 ∪Ω1 è f = 0, x ∈ Ω0 ∪Ω1. Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

A ∈ F . Â ñèëó (3)∫
A

f · dµ =

∫
A\Ω0∪Ω1

1− ψ(x)

ψ(x)
dµ =

∫
A\Ω0∪Ω1

(1− ψ(x)) dλ =

∫
A\Ω0∪Ω1

dν = ν(A).

�

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

1) Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ

Ïðîñòåéøåé âåðñèåé ïîíÿòèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè:

IE(ξ|B) =
IE(ξ · IB)

P (B)
.

Äëÿ ξ = IA ìàòåìàòè÷åñîêå îæèäàíèå IE(ξ|B) ðàâíî óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P (A|B).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî :

IEξ =

n∑
i=1

IE(ξ|Bi)P (Bi),

åñëè {Bi} � ðàçáèåíèå Ω íà íåïåðåcåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Bi.

Ïðèìåð 6.5. (Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû.) Âû ïðèõîäèòå â êàçèíî ñ k$. Çà îäíó ïàðòèþ
âû âûèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ïðîèãðûâàåòå 1$ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − p. Åñëè ó âàñ
îñòàåòñÿ 0$, âû óõîäèòå. Åñëè âû ïðèîáðåòàåòå K$, ãäå K > k � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
ñóììà, âû òîæå óõîäèòå. Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èãðû.

Ïóñòü τ(k) � ñ.â., ðàâíàÿ ÷èñëó ïðîâåäåííûõ ïàðòèé ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå k (âåëè÷èíà K
ôèêñèðîâàíà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç η0 ñ.â., ðàâíóþ 1 â ñëó÷àå âûèãðûøà è 0 â ñëó÷àå ïðîèãðûøà â
ïåðâîé ïàðòèè. Ïðåäïîëàãàÿ êîíå÷íîñòü IEτ , ïîëó÷àåì

IEτ(k) = IE(τ(k)|η0 = 1)p+ IE(τ(k)|η0 = 0)q

= p
(
1 + IEτ(k + 1)

)
+ q
(
1 + IEτ(k − 1)

)
= 1 + pIEτ(k + 1) + qIEτ(k − 1).

Î÷åâèäíî,

τ(K) = τ(0) = 0.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ïðè p 6= q

IEτ(k) =
1

p− q

[
K

(q/p)k − 1

(q/p)K − 1
− k
]
.

(áîëåå ïîäðîáíî ñì. â êíèãå [6] 1ò., 1(9)).

2) Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèé

Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå B âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Ω = ∪ni=1Bi, Bi ∩Bj = ∅, i 6= j.

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.â. ξ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçáèåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

IE(ξ|B) =

n∑
i=1

IE(ξ · IBi)
P (Bi)

IBi(ω) =

n∑
i=1

IE(ξ|Bi)IBi(ω). (4)

Çàìå÷àíèå 6.6. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

1)

IE(IE(ξ|B)) = IEξ.
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2) Åñëè ξ = IA, òî

IE(IA|B) =

n∑
i=1

P (A|Bi)IBi(ω)

3) 1) + 2) âëå÷åò ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
4) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Bi

IE(IE(ξ|B)IBi) = IE(ξIBi).

3) Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äàííîå íèæå, áûëî ââåäåíî À.Í. Êîëìîãî-
ðîâûì â ðàáîòå 1933 ã. (�Grundbegri�e der Wahrscheinlichkeitsrechnung�). Ýòî îäíî èç âàæíåéøèõ
ïîíÿòèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ.â. ñî ñâîéñòâîì IE|ξ| < ∞, à B ⊂ F � íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåð-
æàùàÿñÿ â F .
Îïðåäåëåíèå 6.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà IE(ξ|B) íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì ξ îòíîñèòåëüíî B, åñëè

1) IE(ξ|B) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû B è IE|IE(ξ|B))| <∞
2) Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ϕ, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî B, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

IE(IE(ξ|B)ϕ) = IE(ξϕ).

Ïðèìåð 6.8. Äëÿ σ-àëãåáðû B, ïîðîæäåííîé êîíå÷íûì (èëè äàæå ñ÷åòíûì) íàáîðîì ìíîæåñòâ,
ôîðìóëà (4) çàäàåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî B. Ýòî íåìåäëåííî âû-
òåêàåò èç ïóíêòà 4) ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ è èçìåðèìîñòè ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé (4),
îòíîñèòåëüíî B.

Èç òåîðåìû Ôóáèíè âûòåêàåò ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò.

Ïðèìåð 6.9. Ïóñòü Ω = Rn è P =
∏n
i=1 µi � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Fm σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ïåðâûìè m êîîðäèíàòàìè. Ôóíêöèè, èçìåðèìûå îò-
íîñèòåëüíî Fm � ýòî áîðåëåâñêèå ôóíêöèè âèäà g(x1, · · · , xm). Òîãäà äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèè f

IE(f |Fm) =

∫
f(x1, · · · , xm, xm+1, · · · , xn) dxm+1 · · · dxn.

Ïóñòü òåïåðü B � ïðîèçâîëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿñÿ â F è ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðè-
ðóåìàÿ ñ.â. Ðàññìîòðèì ìåðó ξ ·P . Ýòà ìåðà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ µ íà
σ-àëãåáðó B. Ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g, èçìåðèìàÿ
îòíîñèòåëüíî ïîïîëíåíèÿ B îòíîñèòåëüíî P , ÷òî

IE(IAξ) =

∫
IA · ξ dP =

∫
IAg dP = IE(IAg)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ B. Âûáðàâ B-èçìåðèìóþ ìîäèôèêàöèþ, ìû ïîëó÷èì óñëîâíîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ξ. Ïðîèçâîëüíóþ èíòåãðèðóåìóþ ñ.â. ξ íàäî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ = ξ+ − ξ− è
ïîëîæèòü IE(ξ|B) = IE(ξ+|B)− IE(ξ−|B).

Òåîðåìà 6.10. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

1) Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü
(îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ P íà B!).

2) IE(ξ|B) = ξ ïî÷òè íàâåðíîå (ò.å. P -ï.â.) äëÿ âñÿêîé ñ.â. ξ, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî B.
3) IE(ξ|B) ≥ 0 ï.í. äëÿ âñÿêîé ñ.â. ξ, ò.÷. ξ ≥ 0 ï.í.
4) Äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé B-èçìåðèìîé g

IE(ξ · g|B) = gIE(ξ|B).

Âåðíåìñÿ îïÿòü ê ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé êîíå÷íûì íàáîðîì ìíîæåñòâ
{Bi}. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà Bi çíà÷åíèå xi (xi 6= xj , i 6= j). Òîãäà B ïîðîæäåíà f .
Ôîðìóëà (4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

IE(ξ|B) =

n∑
i=1

IE(ξ|f = xi)I{f=xi}(ω). (5)



26 À.Â. Êîëåñíèêîâ

Èëè

IE(ξ|B)(ω) = IE(ξ|f = f(ω)).

Óñëîâíûå ìåðû

Ñóùåñòâóåò ëè àíàëîã ôîðìóëû (5), åñëè f èìååò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé? Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ìîæíî äàòü, ââåäÿ ïîíÿòèå óñëîâíîé ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå σ-àëãåðîé F è ìåðîé P . Ïóñòü Y �
ïðîñòðàíñòâî ñ σ-àëãåáðîé E è F : Ω→ Y � íåêîòîðîå (F , E)-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ν = P ◦ F−1 ìåðó-îáðàç. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P y íà ïðîîáðàçå F−1(y), y ∈ Y íàçûâàåòñÿ
óñëîâíîé ìåðîé, åñëè ôóíêöèÿ y → P y(A ∩ F−1(y)) P -èçìåðèìà è

P (A) =

∫
Y

P y(A ∩ F−1(y)) dν(y).

Ïðèìåð 6.12. Ïóñòü P = f(x, y) dxdy � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R2 ñ ïîëîæèòåëüíîé áîðåëåâ-
ñêîé ïëîòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì σ-àëãåáðó Bx, ïîðîæäåííóþ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé x. Ïóñòü Px
� ïðîåêöèÿ (ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) P íà îñü Ox:

Px(A) =

∫
R2

IA(x)f(x, y) dxdy.

Îíà èìååò ïëîòíîñòü fx(x):

fx(x) =

∫
f(x, y) dy.

Óñëîâíîé ìåðîé P x äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ïðÿìîé lx,
ïðîõîäÿùåé îðòîãîíàëüíî Ox ÷åðåç òî÷êó (x, 0), çàäàííàÿ ïëîòíîñòüþ

P x = fx(y)dy =
f(x, y)

fx(y)
· dy =

f(x, y)∫
f(x, y)dy

· dy.

Î÷åâèäíî, P x � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ξ îòíîñè-
òåëüíî Bx îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì èíòåãðàëó ïî óñëîâíîé ìåðå è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

g(x) = IE(ξ|Bx) =

∫
ξ(x, y)fx(y)dy =

∫
ξ(x, y)f(x, y) dy∫

f(x, y) dy
.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ Bx-èçìåðèìèìà (òî÷íåå, èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ïîïîëíåíèÿ Bx
ïî ìåðå Ëåáåãà). Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x), çàâèñÿùåé òîëüêî îò x, èìååì (ïî òåîðåìå Ôóáèíè)

IE(gϕ) =

=

∫
R2

ϕ(x)

∫
ξ(x, y)f(x, y) dy∫

f(x, y) dy
f(x, y) dxdy =

∫ (∫
ϕ(x)

∫
ξ(x, y)f(x, y) dy∫

f(x, y) dy
f(x, y)dy

)
dx

=

∫ (
ϕ(x)

∫
ξ(x, y)f(x, y) dy∫

f(x, y) dy

∫
f(x, y)dy

)
dx =

∫
ϕ(x)

∫
ξ(x, y)f(x, y) dy dx = IE(ξϕ).

Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè óñëîâíûõ ìåð îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî íåïðîñòûì. Îêà-
çûâàåòñÿ, íå âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ σ-àääèòèâíîñòè óñëîâíûõ ìåð. Òåì íå ìåíåå, â äîñòàòî÷íî
�õîðîøèõ� ñèòóàöèÿõ σ-àääèòèâíûå óñëîâíûå ìåðû ñóùåñòâóþò (ò.í. �ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû�).
Íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè ðå÷ü èäåò î áîðåëåâñêîé ìåðå íà áîðåëåâñêîì ïîäìíîæåñòâå ïîëíîãî ñåïà-
ðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à σ-ïîäàëãåáðà ïîðîæäåíà áîðåëåâñêèì îòîáðàæåíèåì. Ñ
ýòèìè âîïðîñàìè ìîæíî ïîäðîáíî ïîçíàêîìèòüñÿ â êíèãàõ [6], [1].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâíûå ìåðû òåñíî ñâÿçàíû ñ äðóãèì âàæíûì îáúåêòîì, âîçíèêàþùèì â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå � ãèááñîâñêèìè ìåðàìè (ñì., íàïðèìåð, [3]).

Çàíÿòèå 6

1) Ïóñòü µ � ìåðà íà σ-àëãåáðå F . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé µ-èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùå-
ñòâóåò åé ýêâèâàëåíòíàÿ F-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g (ò.å. µ{f 6= g} = 0).

2) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ p ∈ [1,∞] îòîáðàæåíèå ξ → IE(ξ|B) çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð íîðìû 1 â
ïðîñòðàíñòâå Lp(P ). Ïðè ýòîì ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì â L2(P ).
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3) Ðàññìàòðèâàåòñÿ n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â.. Íàçîâåì
î÷åðåäüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ãåðáîâ (ðåøåòîê), íå âêëþ÷åííóþ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãåðáîâ (ðåøåòîê) áîëüøåé äëèíû. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÃÃÐÃÃÐÐÃ ñîäåðæèò 5
î÷åðåäåé. Èñïîëüçóÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
÷èñëà î÷åðåäåé.

4) Ïóñòü Fξ � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåíííàÿ ñ.â. ξ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñ.â. η ñóùåñòâóåò òàêàÿ
áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî IE(η|Fξ) = g(ξ) ï.í.

Âñþäó äàëåå IE(η|ξ) := IE(η|Fξ) îáîçíà÷àåò óñëîâíîå ìåòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñè-
òåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ξ.

5*) Ïóñòü P = ρ dx � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rn, ρ > 0, f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ |∇f | 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî IE(g|f) = G(f), ï.â. ãäå

G(s) =

∫
{f=s} g

ρ
|∇f | dσ∫

{f=s}
ρ
|∇f | dσ

,

ãäå dσ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà (ìåðà Õàóñäîðôà) íà ïîâåðõíîñòè {f = s}. Óêàçàíèå: èñïîëü-
çîâàòü ôîðìóëó êîïëîùàäè∫

{f>t}
ϕ dx =

∫ ∞
t

∫
{f=s}

ϕ

|∇f |
dσ ds.

6) Ïóñòü P = ρ(r) dxdy � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ïëîñêîñòè, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèé. Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ óñëîâíûõ ìåð è óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ïîðîæ-

äåííûõ ôóíêöèåé 1) r =
√
x2 + y2, 2) x

y .

7) Íà ñôåðå ââåäåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ (ϕ, θ) → (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ). Íàéäèòå ôîðìóëû
äëÿ óñëîâíûõ ìåð è óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ñôåðå îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé 1) ϕ, 2) θ.

8) Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ïîêàçàòåëüíûå ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ IE(·|ξ + η).

9) Ïóñòü ξ, η � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå, íåçàâèñèìûå ñ.â. Äîêàæèòå, ÷òî IE(ξ|ξ + η) = ξ+η
2 .

10) Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè λ, µ. Äîêàçàòü, ÷òî

P (ξ = k|ξ + η = n) = Ckn(λ/(λ+ µ))k(µ/(λ+ µ))n−k, 0 ≤ k ≤ n.
11) Íàéäèòå óñëîâíûå ìåðû è óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé x, y äëÿ ïëîòíîñòåé ñëåäóþùåãî âèäà

f(x, y) = λ2e−λy, 0 ≤ x ≤ y <∞, f(x, y) = xe−x(y+1), x, y ≥ 0.
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